有限グラフ上の量子ウォークについてI：定義と条件 by 根岸 章
????????????????? I?
?????
????
???????????
??
?????????????????, ????????????????????????
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1. ????
????????????????????????????????????????[5]????
???. ????????????Quantum random walk ???? Quantum walk???, 1988??
Gudder[6]????????, ??????*1???????????????????????. ??
????, 1???????????, 2??????????????, ????? 2???????
? HC ????????, 1???????????????????????????. 1?????
??, ????????????????, ??????????? T ??????????????
????????????????, ????????, ?????????????????????
???????????. ????????????????, ?????????????????
?????.
2000?????????????, Kempe[3]????. ??, ?? [7]??, ??????????
???????????, ?????????????????.
???????????????????, ?????????????????????????
??????????????????. ????, ??????????????????????
?????. ???, ????????????, ????????????????????????
???????????. ?????, ???????????, ?????????????????
????, ???????????????????????????.
2. ??
?????, ??? G???????????, ????? G?????????????.
2.1. ??????????
G = G(V;E) ???????. ??? V ?????????, E ???????????. ??
e 2 E ???, 2???? v; w 2 V ????, e = (v; w) ????????*2 , ????????*3.
*1 ??????????????.
*2 ?????????????
*3 (v; w)? (w; v)?????????????????.
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?????????????????.
(G.1) jV j <1; jEj <1.
??? G? (G.1)??????, G????????????.
?? e = (v; w) ? v = w ?????, e???????, ??????????????????.
(G.2) G?????????.
v; w 2 V ???, e1; : : : ; ek 2 E ? e1 = (v; v1); e2 = (v1; v2); : : : ; ek = (vk 1; w); v1; : : : ; vk 1 2
V ????????????, v ? w ?? e1e2    ek ???????????. ??? v; w 2 V ??
?????????????, G?????????.
(G.3) G?????????.
?????, (G.1), (G.2), (G.3)???????.
?? 1. v; w 2 V ? e = (v; w) 2 E ????????, w ? v ??????????, v = o(e) ?
e ???, w = t(e) ? e ???, ??? e ??????. ?? e = (v; w) ???, e 1 = (w; v) ??
?.*4 v 2 V ???, v ????????????? N(v)???. ??, v ????????????
? N 1(v)???.
?????????????????.
(G.4) ??? v 2 V ???, jN(v)j = jN 1(v)j.
????????, (G.4)??????????.
?? 2. V 0  V ???,
N0(V
0) := V 0; N`(V 0) := fw 2 V jw 2 N` 1(V 0)g (` = 1; 2; : : : ) (1)
???. ??,
N`(V
0) =
[`
s=0
Ns(V
0) (2)
???. N 1` (V 0); N 1` (V 0) ????????.
?? (G.1), (G.3)??, ??? v 2 V ???, n <1 ????, V = Nn(v)*5 ?????.
?? 3. v 2 V ???, E(v) = fe 2 E j o(e) = vg, E 1(v) = fe 2 E j t(e) = vg ???.
*4 e 1 2 E ??????.
*5 fvg? v ?????????????. ???????.
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???????????????????? I???????
2.2. G???????????
G = (V;E) ???????.
?? 4. v 2 V ???, Hv ??? v ???????????????,
H :=
M
v2V
Hv ??????
???? G??????????????. ??, Pv ?????? Hv ????????. ';  2 Hv
???, Hv ????? < '; >v ???, ';  2 H ???, H?????
< '; >:=
X
v2V
< Pv';Pv >v
???. ????, ???????? ' 2 H ???
jj'jj2 =
X
v2V
jjPv'jj2 (3)
?????.
?? 2.1. ' 2 H ??????????, '??1?????????????. ?????????
??? Hu ???. ' 2 Hu ???, V 0  V ???
P'(V
0) :=
X
v2V 0
jjPv'jj2 (4)
??? '????? V 0 ??????????.
?? 5. U ? H?????????????????.
?? 2.2. ???????????T 2N ; '0 2 Hu, U1; U2; : : : ; UT 2 U ???. ????, ??
?????? f'tgT0 ?
't = Ut't 1 (t = 1; 2; : : : ; T ) (5)
???????. f'tgT0 ????? '0 ??????????. ???, U = U1 = U2 =    = UT ??
?, U ????????????????.
?? 2.3. ' 2 H ???,
V (') := fv 2 V j jjPv'jj > 0g (6)
? '?????. jV (')j = 1 ???, '??????????, ???????????? H0 ???.
H0 =
S
v2V Hv ???.
?????????????, ' ?  , U' ? U ?????. ???????????, ????
??.
?? 1. '; 2 H; U 2 U ???. ????
V (') \ V ( ) = ; ) U' ? U : (7)
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?????, ??????????, ?????????????????????????.
(O.1) U 2 U ???. ??? e = (v; w) 2 E ???, ?? ' 2 Hv \Hu ?????
PwU' = U': (8)
?????. ???????????? '????? 1??? 'e;U ???.
?? 2.1. (O.1)???? U 2 U ????????. ????
??? v 2 V ???; dim(Hv)  max(jN(v)j; jN 1(v)j) (9)
?????.
??? v 2 V ???, w1; w2 2 N(v); w1 6= w2 ???. ???? e1 = (v; w1); e2 = (v; w2) 2 E ?
?? 'e1;U ; 'e2;U 2 Hv \Hu ????,
U'e1;U = Pw1U'e1;U 2 Hw1 ; U'e2;U = Pw2U'e2;U 2 Hw2
???. ?????, ????????????? 'e1;U ? 'e2;U ???. ??????? w 2 N(v)
??????????, Hv  jN(v)j ???.
??, w1; w2 2 N 1(v); w1 6= w2 ???. ???? e1 = (w1; v); e2 = (w2; v) 2 E ???
'e1;U 2 Hw1 \Hu; 'e2;U 2 Hw2 \Hu ????,
U'e1;U = PvU'e1;U 2 Hv; U'e2;U = PvU'e2;U 2 Hv
???. ?????, ?? 1?? 'e1;U ? 'e2;U ???. ??????? w 2 N 1(v) ???????
???, Hv  jN 1(v)j ???.
?? 2.4. ??? ' 2 H ???, U 2 U ?
V (U')  N`(V (')) (10)
??????, U ??? `???????????. ?? `?????????????? U` ???.
???
V (U')  N`(V (')) (11)
??????, U ?????? `???????????. ????? `?????????????
? U` ???.
?? 2. U`; U` ??????????.
(1) ` < m ??? U`  Um
(2) U`Um  U`+m
(3) U` Um  U` Um  U`+m
??? N`; N`; U`; U` ????????.
?? 6. v; w 2 V; U 2 U ???,
Uv;w := PwUPv
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???????????????????? I???????
???. ???, Uv = Uv;v ???.
?? 3. U = U ???. ????
U =
X
v2V
X
w2V
Uv;w (12)
??????. ????????, ??? ' 2 H ???
jjU'jj2 =
X
v2V
X
w2V
jjUv;w'jj2 (13)
?????.
??? (12)??????????????. (13)?????, v 6= w ???? 1?? UPv ? UPw ?
????????.
? 1. U = U0 ???. ????
U =
X
v2V
Uv (14)
??????. ????????, ??? ' 2 H ???
jjU'jj2 =
X
v2V
jjUv'jj2 (15)
?????.
??? U0 ????? v 6= w ?? Uv;w = 0 ???.
? 2. U 2 U1 ???. ????
U =
X
v2V
X
w2N(v)
Uv;w (16)
??????. ????????, ??? ' 2 H ???
jjU'jj2 =
X
v2V
X
w2N(v)
jjUv;w'jj2 (17)
?????. ????, e = (v; w) 2 E ???, U =Pe2E Ue ?????????.
??? U1 ????? w =2 N(v) ?? Uv;w = 0 ???.
? 3. U 2 U1 ???. ????
U =
X
v2V
X
w2N(v)[v
Uv;w (18)
??????. ????????, ??? ' 2 H ???
jjU'jj2 =
X
v2V
X
w2N(v)[v
jjUv;w'jj2 (19)
?????.
??? U1 ????? w =2 N(v) \ v ?? Uv;w = 0 ???.
?? 2.5. ???????????????? ' 2 Hu \H0 ? U 2 U` ??????????????
`??????????. ???, ` = 1 ???????????????*6. Hv ?????????.
*6 ??, ??????????????
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3. ???????????
?????, ????????????????????????????????.
?????, ?????????????????.
(O.2) U 2 U1 ???. ??? e = (v; w) 2 E ??? dim(Ran(Uv;w))  1:
?? 3.1. ?? (O.2)???? U 2 U1 ????????. ????
??? v 2 V ???; dim(Hv)  min(jN(v)j; jN 1(v)j) (20)
?????.
??? U 2 U1 ???, v 2 V ??? UPv =
P
w2N(v) PwUPv ???. ?????????
dim(UHv)  jN(v)j???. ??? dim(Hv)  jN(v)j ?????.
??, PvU =
P
w2N 1(v) PvUPw ?????, ????, dim(Ran(PvU))  jN 1(v)j ???. ??
? dim(Hv)  jN 1(v)j ?????.
???, ???????.
(G.5) ??? v 2 V ??? dim(Hv) = jN(v)j
?? 3.2. ?? (O.1),(O.2)???? U 2 U1 ????????. ??????? G???????
?? H? (G.4),(G.5)?????.
??? ?? 2.1, 3.1???????????????,
max(jN(v)j; jN 1(v)j)  dim(Hv)  min(jN(v)j; jN 1(v)j)
???.
?? 3.2?, ??????????????????????, ??? G????????????
??, ????????? Hv ?????????????????????????????. ???
??, ??????.
?? 3.3. ??? G????????? H? (G.4),(G.5)???????. ????, (O.1),(O.2)?
??? U 2 U1 ?????.
??? ? Hv ??????????, ?????? H??????????. Hv ????? E(v)?
E 1(v)? 1? 1???????, ??????????? 1?????. ?????????????
????????????????.
4. U1 ???
????? (G.4),(G.5)????, U 2 U1 ? 2????????????.
?? 7. ?? 3.3????????? (O.1),(O.2)???? U 2 U1 ???????*7. ????
*7 U ??????????????????.
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???????????????????? I???????
(O.1)? 'e;U ???? 1????????????????. ??? 'e (e = (v; w))???.
??? ?????????,
jEj =
X
v2V
jE(v)j =
X
v2V
jE 1(v)j =
X
v2V
jN(v)j =
X
v2V
jN 1(v)j (21)
???????.
?? 4.1. f'ege2E , fU'ege2E ????? H??????????.
??? ?? 3.2 ??, ????????????? dim(H) ?????. ???, ?? 1 ?????
f'ege2E ? H??????????. ?????, U ???????? fU'ege2E ????????
??.
? . f'ege2E(v), fU'e0ge02E 1(v) ????? Hv ??????????.
??? ???????????? Hv ??????????????.
?????, ??????? U ????, Hv ? 2?????????????????????. ?
??, ?????????????? 1????????. ???????????????????
??????????. ?????????????????? fU'0ege02E 1 ??? f'ege2E ???
????. ??? U ????, ????? w 2 N(v) ???????. ?????????????,
?? f'ege2E ?????????????.
?? 4.1. ?????????????????????????????????????. ???
????????? S ???.
' 2 H ??????? S ?????, ???????????????????, U ??????.
?????????????.
?? 1. ?? (O.1),(O.2)???? U 2 U1 ? U0 2 U0; S 2 S ????
U = U0S (22)
??????. ??, U = U0S ????? U 2 U1 ??? (O.1),(O.2)????.
5. ????
?????, ????????????????????????.
G = (V;E) ???????. G???, ??? v 2 V ? Hv ?, ?????? H????????
??. e = (v; w) 2 V  V ???
Ae = Av;w : dim(Hw) dim(Hv)??; A = [Ae] : dim(H)?????
???. A = [Ae]; B = [Be] ???, ? AB ?
(AB)v;w =
X
v02V
Av0;wBv;v0
???.
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A = [Ae] ???, ???? tA? [Ae 1 ]????. ????, ???? A = t A ? [Ae]? [ Ae 1 ]?
?????.
H????????? U ???????????????? U ????????.
?? 4. U = [Ue] ?????, U ??????????????????? 2 ?????????
??.
(1) ??? v 2 V ??? X
o(e)=v; e2VV
UeUe = I
???. ??? I ? dim(Hv)????????.
(2) ??? v; w 2 V; v 6= w ???, X
v02V
Uw;v0Uv;v0 = O
???. ???, O ? dim(Hw) dim(Hv) ??????.
??? UU = I ?????????????.
???, U0; U1 ?????????????.
?? 5. U 2 U0 ??????, ?? 2???????.
(1) U ????????, U = [Ue] ?????, o(e) 6= t(e)) Ue = O ???.
(2) U = [Ue] ?????. Uv;w = O; (v 6= w) ?? Uv;v ??????????.
?? 6. U 2 U1 ??????, ???????.
(1) U ????????, U = [Ue] ?????, e =2 E ) Ue = O ???.
(2) U = [Ue] ?????, e =2 E ) Ue = O ?,X
o(e)=v; e2E
UeUe = I
???.
????, G???, (G.4)?????. U 2 U1 ????, 4???????????.
'e ?????????????????? 'e ???. 'e (e 2 E) ? H??????????, ??
???????????, ???? e 2 E(v) ????????????? U0 ????, U0 2 U0 ??
?. ?????, U0 = [U0e]??????, ? U0 v;v ??????????.
? UU0 ????????????
(UU0)v;w =
X
v02V
Uv0;wU0 v;v0
=
X
(v0;w)2E; v=v0
Uv0;wU0 v;v0
=

Uv;wU0 v;v ((v; w) 2 E)
0 ((v; w) =2 E)
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???????????????????? I???????
e = (v; w) 2 E ???, U'e ? w ??????????????, ????, UeU0 v;v ? e????
??????????? 0???. ????, Ue ? 0???????? U0 v;v ? dim(Hv)  1???
????????????????. U0 v;v ??????????, Ue ??????????????
?????????????, ???? U0 v;v ? e???????????????????????.
?? 6??, U = [Ue] ? e = (v; w) =2 E ??? Ue = 0 ?????, ?????????.
?? 7. U ??? w???????????
dim(Hw)X
i=1
ci'

ei (ei 2 E 1(w)) (23)
?????????*8. ???
dim(Hw)X
i=1
jcij2 = 1 (ei 2 E 1(w)) (24)
???.
??? ?????????????. ???, U ?????????????, 'e (e 2 E) ?????
???????????.
6. ????
1????????, ???????????????????????????????, ????
?????, ??????????*9??????????????. ?????????, ?????
?????????????????????????????????????????. ??, ?
? (O.1),(O.2)???? U 2 U1 ?????????, ?????????????????????
?????????.
5???, ??????????????????????????????????.
?????????????????? II???, ??????????, ????????????
????.
????
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On Quantum Walks on Finite Graphs I:
Denition and Conditions
A. Negishi
Faculty of Informatics, Nara Sangyo University, Nara Japan
abstruct
In this paper, we introduce a general denition of quantum walks on nite graphs, without
assuming existence of canonical basis.
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